Diskret oder kontinuierlich modellieren
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1. Einleitung

Mathematisch Modellieren bedeutet, einen Sachverhalt, einen Vorgang, einen Zusammenhang, etc. durch
Begriffe der Mathematik zu beschreiben.

Warum wird mathematisch modelliert? Man hofft, damit eine Fragestellung zur betrachteten Situation
mit Hilfe mathematischer Methoden zumindest niherungsweise beantworten zu kdnnen.

Der Weg vom Problem aus der Wirklichkeit {iber ein mathematisches Problem, dessen Losung und In-
terpretation im Sachzusammenhang bis hin zur Uberpriifung, ob die Annahmen bei der Modellbildung
nicht zu einer in der Praxis unbrauchbaren Losung gefiihrt haben, kann vereinfacht so dargestellt werden
(vgl. Ortlieb et al., 2009, S.5):
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Fiir eine andere Darstellung dieses Prozesses siehe zum Beispiel Vollrath & Roth (2012, S. 275).

Der Schwerpunkt dieses Beitrags liegt auf der Diskussion der Unterschiede zwischen diskreter und konti-
nuierlicher Modellierung aber auch deren Gemeinsamkeiten (Abschnitte 3 bis 6). Fiir die mathematische
Beschreibung von Beziehungen bzw. Zusammenhingen zwischen Mengen werden héufig Funktionen
verwendet. Ist deren Definitionsbereich die Menge der natiirlichen Zahlen (oder einer Teilmenge da-
von), spricht man von diskreter Modellierung, ist er die Menge der reellen Zahlen (oder ein Intervall),
spricht man von kontinuierlicher Modellierung. Im ersten Fall ist diese Funktion zumeist Losung einer
Differenzengleichung, im zweiten ist sie Losung einer Differenzialgleichung.

Im Abschnitt 4 wird am Beispiel der Modellierung durch lineare Funktionen darauf hingewiesen, dass
manche zunéchst als selbstverstiandlich erscheinenden Schliisse einer genaueren Betrachtung nicht stand-
halten.

2. Modellierung in den Lehrplanen

Uber die besondere Relevanz von Anwendungen und Modellieren im Mathematikunterricht herrscht
spatestens seit den ersten PISA-Testungen international Einigkeit. Mathematisches Modellieren findet
sich sowohl in den US-amerikanischen Common Core Standards in Mathematics (CCSS-M, 2010) und
in den deutschen Bildungsstandards (KMK, 2013, allgemeine mathematische Kompetenz im Fach Ma-
thematik, K3) als auch in Osterreich wieder, zum Beispiel im Konzept der standardisierten Reife- und
Diplompriifung (Bifie, 2015).

Im osterreichischen Lehrplan fiir die Unterstufe (BMUKK, 2000) taucht mathematisches Modellieren
prominent in den Bildungs- und Lehraufgaben fiir den Unterrichtsgegenstand Mathematik auf und auch
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im Kernbereich des Lehrstoffs:
Bildungs- und Lehraufgabe:
Die Schiiler und Schiilerinnen sollen

e mathematisches Konnen und Wissen aus verschiedenen Bereichen ihrer Erlebnis- und
Wissenswelt nutzen sowie durch Verwenden von Informationsquellen weiter entwi-
ckeln. Das Bilden mathematischer Modelle und das Erkennen ihrer Grenzen soll zu ei-
nem verantwortungsvollen Umgang mit Aussagen fiihren, die mittels mathematischer
Methoden entstanden sind; (S. 1048)

Folgende mathematische Grundtitigkeiten sind zu entwickeln:

e Kiritisches Denken, insbesondere: Uberpriifen von Vermutungen; Uberpriifen von Er-
gebnissen; Erkennen von Unzulidnglichkeiten mathematischer Modelle; Erkennen von
Mi:ngeln in Darstellungen oder Begriindungen; Uberlegen von Bedeutungen mathe-
matischer Methoden und Denkweisen; Uberlegen der Bedeutung des Mathematikun-
terrichts fiir die eigene Person.

e Darstellen und Interpretieren, insbesondere: verbales, formales oder graphisches Dar-
stellen von Sachverhalten; geometrisch-zeichnerisches Darstellen von Objekten; Fin-
den und Interpretieren graphischer Darstellungen; Erstellen und Interpretieren von ma-
thematischen Modellen auermathematischer Sachverhalte. (S. 1049)

Kernbereich:

Die Schiilerinnen und Schiiler sollen praxisorientierte Aufgaben unter dem Aspekt der Mo-
dellbildung moglichst oft rechnerisch, geometrisch und graphisch darstellen, 16sen und kri-
tisch betrachten kdnnen. Dabei sollen sie von ihrer unmittelbaren Erlebniswelt ausgehen und
ihre Erfahrungen auch in facheriibergreifende Vorhaben einbringen. (S. 1052)

Zudem findet sich im Lehrplan der Unterstufe auch ein eigener Arbeitsbereich (Arbeiten mit Modellen,
Statistik BMUKK, 2000, S. 1053) in dem sich die Schiilerinnen und Schiiler iiber alle vier Schulstufen
mit Modellierung auseinandersetzen.

Im August 2016 wurde ein iiberarbeiteter und neu strukturierter Lehrplan der hoheren Schulen verlaut-
bart, der mit 1.9.2017 in Kraft tritt (BMB, 2016, S. 68). Neu ist insbesondere die Gliederung der ma-
thematischen Kompetenzen in unterschiedliche Dimensionen. Dabei wird der Modellierung eine eigene
Handlungsdimension gewidmet:

Darstellend-modellierendes Arbeiten umfasst alle Aktivititen, die mit der Ubersetzung von
Situationen, Zustdnden und Prozessen aus der Alltagssprache in die Sprache der Mathematik
zu tun haben. Auch der innermathematische Wechsel von Darstellungsformen gehort zu
diesen Aktivitéten.

In den didaktischen Grundsitzen wird der Modellbildungsprozess (sieche Abschnitt 1) thematisiert:

Lernen in anwendungsorientierten Kontexten: Anwendungsorientierte Kontexte verdeutli-
chen die Niitzlichkeit der Mathematik in verschiedenen Lebensbereichen und motivieren so
dazu, neues Wissen und neue Fahigkeiten zu erwerben. Vernetzungen (sic!) der Inhalte durch
geeigneten ficheriibergreifenden Unterricht ist anzustreben. Die minimale Realisierung be-
steht in der Thematisierung mathematischer Anwendungen bei ausgewihlten Inhalten, die
maximale Realisierung in der stindigen Einbeziehung anwendungsorientierter Aufgaben-
und Problemstellungen zusammen mit einer Reflexion des jeweiligen Modellbildungspro-
zesses hinsichtlich seiner Vorteile und seiner Grenzen.
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Beim Lehrstoff selbst wird insbesondere die Rolle der Funktionen beim mathematischen Modellieren
betont:

Die oben genannten Typen reeller Funktionen, insbesondere Exponentialfunktionen, in au-
Bermathematischen Situationen anwenden konnen; Funktionen als Modelle auffassen, Mo-
delle vergleichen und Grenzen von Modellbildungen reflektieren kénnen

Auch in den Lehrpldnen der berufsbildenden hoheren Schulen wird Modellierung explizit erwéhnt. Stell-
vertretend nennen wir hier die Bildungs- und Lehraufgabe aller Bereiche fiir den Unterrichtsgegen-
stand Angewandte Mathematik fiir den Lehplan der hoheren technischen und gewerblichen Lehranstalten
BMBEF (2015):

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

e quantitative Aufgabenstellungen auf dem jeweiligen Wissensstand mathematisch mo-
dellieren, numerische Ergebnisse ermitteln und zeitgemiBle Rechenhilfen einsetzen;

o Aufgabenstellungen des Fachgebietes unter Anwendung der aus dem begleitenden
fachtheoretischen Unterricht bekannten Gesetze durch Gleichungen und Funktionen
modellieren.

Zur Bedeutung mathematischer Modellierung in der fachdidaktischen Literatur verweisen wir auf das
Kapitel 13 in Bruder et al. (2015).

3. Modellierung durch Funktionen

3.1. Funktionen

Eine Funktion von einer Menge M nach einer Menge N ordnet jedem Element von M genau ein Element
von N zu. M heiflt dann der Definitionsbereich und N der Wertebereich der Funktion.

Funktionen konnen auf verschiedene Weise dargestellt werden: durch eine Tabelle, durch ihren Graphen,
durch eine Zuordnungsvorschrift, etc.

Mit Funktionen werden viele Situationen des tiglichen Lebens beschrieben, zum Beispiel:

e Preisgestaltung in einem Kaufhaus: Der Definitionsbereich ist die Menge aller Waren in diesem
Kaufhaus, der Wertebereich ist die Menge der reellen (oder rationalen) Zahlen. Jeder Ware wird
genau ein Preis (in Euro) zugeordnet.

e Verlauf der Temperatur an einem bestimmten Ort: Der Definitionsbereich ist die Menge der Zeit-
punkte, zu welchen die Temperatur abgelesen wird. Der Wertebereich ist die Menge aller Tem-
peraturen. Jedem Zeitpunkt im Definitionsbereich wird die abgelesene Temperatur zugeordnet.
Nach Wabhl einer Einheit fiir die Temperatur (zum Beispiel 1 °C), kann man fiir den Wertebereich
auch die Menge der reellen Zahlen wihlen. Jedem Zeitpunkt im Definitionsbereich wird dann die
abgelesene Temperatur in °C zugeordnet.

e Entwicklung des Guthabens auf einem Sparbuch: Der Definitionsbereich ist die Menge aller Zeit-
punkte ab dem Datum der Einzahlung, zu welchen das Guthaben verzinst wird. Der Wertebereich
ist die Menge aller Geldbetrige (oder, nach Wahl einer Geldeinheit, die Menge der reellen Zahlen).
Jedem Zeitpunkt im Definitionsbereich wird das aktuelle Guthaben zugeordnet.

Mit jeder Funktion sind zwei grundlegende Aufgaben der Mathematik verbunden:

e Eine Funktion auswerten bedeutet, zu einer gegebenen Funktion f und einem Element m des
Definitionsbereichs das Bild f(m) zu bestimmen.

e Die Aufgabe, zu einer gegebenen Funktion f und einem Element n des Wertebereichs die Menge
aller Urbilder von n zu bestimmen, heifit eine Gleichung .
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In den oben betrachteten drei Situationen fithren die folgenden Fragen jeweils zu diesen zwei Aufgaben:

e Preisfunktion: Welchen Preis hat eine bestimmte Ware? Welche Waren haben einen vorgegebenen
Preis?

e Temperaturverlauf: Welche Temperatur hat es zu einem bestimmten Zeitpunkt? Zu welchen Zeit-
punkten hat es eine vorgegebene Temperatur gegeben?

e Guthaben auf einem Sparbuch: Welcher Geldbetrag ist zu einem bestimmten Zeitpunkt auf dem
Sparbuch? Wann ist auf dem Sparbuch ein bestimmter Geldbetrag?

3.2. Linear Modellieren

Seien M und N reelle Vektorrdume. Eine Funktion von M nach N heil3t linear, wenn fiir alle x,y € M und
c € R gilt:

fle-x) =c- f(x) und fx+y) = f(x) + £ ()

(Wenn M eindimensional ist, dann folgt die zweite Bedingung aus der ersten).

Linear Modellieren bedeutet, eine Situation durch eine lineare Funktion zu beschreiben. Dazu muss aber
vorher iiberpriift werden, ob das fiir diese Situation sinnvoll ist. Das kann in der Regel nicht nur mit
mathematischen Uberlegungen entschieden werden, sondern es ist Sachkenntnis erforderlich.

Beispiel: Gewinnfunktion bei linearer Optimierung

Ein Betrieb stellt zwei Produkte her. Der Gewinn bei der Produktion von einem Stiick des ersten bzw.
zweiten Produkts betrigt a bzw. b €. Ist die ,,Zielfunktion®, die jedem Zahlenpaar (x,y) den Gewinn bei
der Produktion von x Stiick des ersten und y Stiick des zweiten Produkts zuordnet, linear?

Um diese Frage zu beantworten, muss iiberpriift werden: Verdoppelt bzw. verdreifacht sich der Gewinn,
wenn die Produktion verdoppelt bzw. verdreifacht wird? Fiihrt die c-fache Produktion auch zum c-fachen
Gewinn? Bleibt der Gewinn gleich, wenn die Produkte nacheinander anstatt zugleich auf den Markt
gebracht werden?

Nur wenn diese Fragen mit ja beantwortet werden konnen, ist die Zielfunktion linear, d. h. der Gewinn
bei der Produktion von x bzw. y Stiick des ersten bzw. zweiten Produkts gleich ax + by €.

Wenn nur einige Funktionswerte einer Funktion gegeben sind, darf ohne Wissen iiber die Sachsituation
nicht geschlossen werden, dass diese Funktion linear ist. Wir geben dazu drei Beispiele an.

Beispiel: Sind die Funktionswerte einer Funktion f : R — R an den Stellen 8, 16, 28 durch
f(8)=4,f(16) =8, f(28) = 14

gegeben, kann man dann auf den Funktionswert an der Stelle 20 schlieBen? Ohne Wissen tiber die Situa-
tion, die f beschreibt, wire es vorschnell zu meinen, dass f jeder Zahl ihre Hilfte zuordnet. Die Funktion
f konnte ja auch jeder natiirlichen Zahl die Anzahl der Buchstaben des deutschen Wortes fiir diese Zahl
zuordnen. Dann ist f(20) = 7 (zwanzig hat 7 Buchstaben) und nicht 10.

Anzahl der Buchsta-
ben des Zahlworts 14 | .
/"/+r///
8 o
’ °
4 + .
8 16 20 28 N
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Beispiel: In manchen Tests wird verlangt, eine endliche Folge von natiirlichen Zahlen ,.fortzusetzen®.
Aus mathematischer Sicht sind beliebig viele sinnvolle Fortsetzungen méglich. Manchmal wird aber nur
eine bestimmte, scheinbar naheliegende Fortsetzung als richtig gewertet. Damit wird nicht tiberpriift, ob
jemand gut denken kann, sondern ob diese Person so denkt wie die meisten Menschen.

Die endliche Folge 1,2,3,4,5 kann auch nach der folgenden Bildungsregel fortgesetzt werden:

,.Bilde fiir alle positiven natiirlichen Zahlen n das Produkt der fiinf Vorgiinger von n, das ist
(n—1)(n—2)...(n—75), und addiere dann n*.

So erhilt man die Folge 1,2,3,4,5,126,727,2528,....,(n—1)(n—2)...(n—5) +n, ...

Beispiel: Liegen vorgegebene Zahlenpaare auf einer Geraden, kann man ohne weitere Information nicht
annehmen, dass zwischen deren ersten und den zweiten Komponenten ein linearer Zusammenhang be-
steht und diesen durch lineare Regression ermitteln (auch wenn der Korrelationskoeffizient nach Pearson
1 ist). Nehmen wir an, die folgenden 11 Zahlenpaare (x;,y;) sind durch Messungen zu den Zeitpunkten
x; entstanden. Eine Funktion mit f(x;) =y;, i = 1,...11, die den gemessenen Vorgang beschreibt, kann
linear sein, konnte aber auch eine Sinusfunktion (wenn der Vorgang periodisch ist) sein oder, wenn der
Vorgang linear mit einem einzigen zusitzlichen , Impuls* abliuft, eine Funktion mit einem Graphen wie
im dritten Bild sein.

y

| VAVANADN
ATATRR |

4. Diskret modellieren oder kontinuierlich modellieren

e Beschreibt man eine Situation durch eine Funktion, deren Definitionsbereich eine endliche Menge
oder die Menge N der natiirlichen Zahlen ist, dann hat man sie diskret modelliert.
Ist N der Definitionsbereich einer Funktion, dann nennt man diese eine Folge. Hiufig ist diese
Folge als Losung einer Differenzengleichung gegeben.

e Beschreibt man eine Situation durch eine Funktion, deren Definitionsbereich ein reelles Intervall
oder die Menge der reellen Zahlen ist, so wurde sie kontinuierlich modelliert. Haufig ist diese
Funktion differenzierbar und als Lésung einer Differenzialgleichung gegeben.

Ob diskrete oder kontinuierliche Modellierung sinnvoll ist, hingt von der Sachsituation und von der
verfiigbaren Information ab.

Zum Beispiel kann der zeitliche Verlauf der Temperatur an einem bestimmten Ort je nach Art der Able-
sung diskret oder kontinuierlich modelliert werden:
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e Wird ein Thermometer an diesem Ort an jedem Tag um 8 Uhr abgelesen, erhilt man eine Folge
von Temperaturen, der Verlauf wird also diskret modelliert. Man kann daraus nicht auf die Tem-
peraturen um 14 oder 20 Uhr schlieBen.

e Wird die Temperatur von einem Schreibgerit aufgezeichnet, erhilt man den Graphen einer auf R
definierten Funktion, der Verlauf wird in diesem Fall kontinuierlich modelliert. Man kann daraus
die Temperaturen zu jedem Zeitpunkt der Vergangenheit (ab dem Beginn der Messung) ablesen.

5. Lineare Differenzen- und Differenzialgleichungen erster Ordnung

Eine lineare Differenzengleichung der Ordnung 1 (mit konstanten Koeffizienten und vorgegebenem An-
fangswert) ist die folgende Aufgabe:

e Gegeben sind reelle Zahlen a und ¢ und eine Folge h = (h(n))en-

e Gesucht ist eine Folge f mit den Eigenschaften:

f(0) =a und fiir alle natiirlichen Zahlen nist f(n+1) =c- f(n)+h(n).

Wenn £ die Nullfolge ist, dann heilt die Differenzengleichung homogen, sonst inhomogen.

Zu jeder solchen Differenzengleichung gibt es genau eine Losung f, deren n-tes Folgenglied f(n) kann
induktiv berechnet werden:

fm)y=a-c"+c" 1 h0)+ "2 k(1) +...+c-h(n—2)+h(n—1).

Ist die Differenzengleichung homogen, also 2 = 0, dann ist die Losung f die geometrische Folge

(a-c")pen.
Ist & eine konstante Folge (d,d.d,...,d,...) = (d),en, dann ist

A"—1

n—1
fm)=a-c"+d+" P d+ . tedtd=ac'+d Y d=ad td
-

i=0

Lineare Differenzengleichungen konnen sehr iibersichtlich mit Hilfe des Shift-Operators S dargestellt
werden. Dieser ordnet jeder Folge g = (g(0),2(1),£(2),...) die ,,um eine Stelle nach links verschobene*
Folge

Zu.

Damit kann eine lineare Differenzengleichung der Ordnung 1 als die folgende Aufgabe beschrieben
werden:

e Gegeben sind reelle Zahlen a und ¢ und eine Folge h.

e Gesucht ist eine Folge f mit den Eigenschaften:
S(f)=c-f+h und f(0)=a.
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Ersetzt man den Shift-Operator in einer Differenzengleichung durch den Differenzialoperator D, der
jeder differenzierbaren Funktion f ihre Ableitung f’ zuordnet, erhilt man eine ,,Differenzialgleichung®.

Eine lineare Differenzialgleichung der Ordnung 1 (mit konstanten Koeffizienten und vorgegebenem An-
fangswert) ist die folgende Aufgabe:

e Gegeben sind reelle Zahlen a und ¢, sowie eine Funktion 4 von einem offenen Intervall («,v) nach
R und eine reelle Zahl w € (u,v).

e Gesucht ist eine differenzierbare Funktion f von (u,v) nach R mit den Eigenschaften:

f'=c-f+h und f(w)=a.

Wenn 4 die Nullfunktion ist, dann heif3it die Differenzengleichung homogen, sonst inhomogen.

Aus der Differenzialrechnung ist bekannt: eine Funktion, deren Ableitung ihr c-Faches ist, ist ein Viel-
fache der Exponentialfunktion exp, mit exp,.(¢) = ¢’. Man rechnet daher leicht nach, dass fiir 2 = 0 die
Funktion

fmit f(r) =a-et="

die (eindeutig bestimmte) Losung dieser Differenzialgleichung ist.

6. Beispiele

6.1. Verzinsung des Guthabens auf einem Sparbuch

Wir beschreiben die Entwicklung des Guthabens auf einem Sparbuch.

Diskret

Werden mit einer Bank ein Anfangskapital K €, eine Zinsperiode und ein Zinssatz i vereinbart, dann
wird der zeitliche Verlauf des Guthabens durch eine Folge (f(n))nen beschrieben. Dabei ist

f(n) € das Guthaben am Ende der n-ten Zinsperiode.

Nach Vereinbarung mit der Bank muss f die Eigenschaften

f(0) =K und fiir alle natiirlichen Zahlen nist f(n+ 1) = (1+1) - f(n)

haben.
Die Losung dieser Differenzengleichung ist die geometrische Folge

(K- (14+1)")nen-

Nach n Jahren liegen also K - (1 +i)" € auf dem Sparbuch.

Kontinuierlich

Mochte man das Guthaben zu jedem Zeitpunkt berechnen kénnen, dann muss ein ,,stetiger Zinssatz* i
und das Anfangskapital K € vereinbart werden. Mit f(¢) bezeichnen wir das Guthaben in € nach (€ R)
Jahren. Es wird vereinbart, dass die Funktion f von R nach R differenzierbar ist und die Eigenschaften

f(0O)=K und f'=i-f

hat.
Die Losung dieser Differenzialgleichung ist die Funktion K - exp;. Nach ¢ Jahren liegen also

K-e"€
auf dem Sparbuch.
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6.2. Frischluftzufuhr

Wir diskutieren das Beispiel 4.33 in Timischl & Kaiser (2005):

Wiihrend einer Veranstaltung steigt der CO-Gehalt der Luft in einem Raum von 1000 m> auf
0.1 % (Volumsprozent). In einer Pause von 15 min wird Frischluft von 0.03 % CO,-Gehalt
zugefiihrt.

a) Auf wie viel sinkt der CO»-Gehalt, wenn pro Minute 100m> Frischluft zugefiihrt wer-
den?

b) Welche Frischluftmenge miisste pro Minute zugefiihrt werden, um am Ende der Pause
einen CO,-Gehalt von 0.04 % zu erreichen?

Zur Modellbildung stellen wir uns die Fragen: Was wissen wir? Was wissen wir nicht? Was suchen wir?
e Zu Beginn des Liiftungsvorgangs befindet sich (gleichmiBig verteilt) 1 m® CO, in 1000 m® Luft.

e Beim Liiften werden in jeder Minute 100 m® der Luft im Raum (also ein Zehntel der gesamten
Luft) durch 100 m? Frischluft (mit 0.03 m® CO,) ersetzt.

e Da wir keine Information iiber die Art der Liiftung in diesem Raum haben, wissen wir nicht, wie
der Luftaustausch (innerhalb einer Minute) vor sich geht.

e Gesucht ist der CO,-Gehalt nach 15 Minuten.

Diskret

Die gegebenen Informationen legen eine diskrete Modellierung nahe. Wir beschreiben den Liiftungsvor-

gang durch eine Folge V, dabei ist V (n) das Volumen (in m?) von CO, im Raum nach n Minuten. Der

gesuchte CO,-Gehalt nach 15 Minuten ist dann % bzw. % %.

Fiir n € N ist
V(n+1)=V(n)—V(n)/10+0.03 =0.9-V(n)+0.03

und V(0) = 1.

Wir 16sen die Differenzengleichung mit dem CAS Maple:
Ausgehend von V(0) = 1 berechnen wir sukzessive die nichsten 15 Folgenglieder der Folge V.

V(0):=1,
fornfrom0to 14doV(n+1):=0.9-V(n)+0.03 od;
V(1) =0.93,V(15) = 0.4441237924441237924662543.

Die Folgenglieder von V werden exakt (ohne Rundung) berechnet. Der CO,-Gehalt nach 15 Minuten ist
ca. 0.0444 %.

Die Losung kann auch so berechnet werden:

e Die Losung der homogenen Differenzengleichung V(n+1) =0.9-V(n) mit V(0) = 1 ist die geo-
metrische Folge (0.9"),en.

e Eine Losung der inhomogenen Differenzengleichung V(n+1) = 0.9-V (n) 4+ 0.03 ist die konstante
Folge (0.3),¢en.

e Daherist {(0.3),en+c¢-(0.9"),en | ¢ € R} die Losungsmenge der inhomogenen Differenzenglei-
chung (ohne Anfangsbedingung).

e Die Losung V mit V(0) = 1 ist die Folge (0.3),en +0.7-(0.9")en.
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Damit kann die Frage b) dieser Aufgabe beantwortet werden. Ist das Volumen der pro Minute zugefiihrten
Frischluft nicht 100 m?, sondern x m?, dann ist erhalten wir wie oben als Losung der Differenzenglei-
chung

Vin+1) = (1—%) V(1) +0.0003x und V(0) =1

die Folge

(0-3)neri +0.7- ((1 - 1goo)n>new'

Damit V(15) = 0.3+ 0.7 (1 — 1555)"> = 0.4 ist, muss x = 123.6651178 sein. Um nach 15 Minuten
den gewiinschten CO,-Gehalt von 0.04 % zu erreichen, miissten also pro Minute ca. 123.7 m? Frischluft
zugefiihrt werden.

Kontinuierlich

Mochten wir dieselbe Situation kontinuierlich modellieren, miissen wir zusétzliche Annahmen treffen:
Wir nehmen an, dass die Funktion W von R nach R, mit W(¢) := Volumen (in m?) von CO, im Raum
nach r Minuten differenzierbar ist und interpretieren den Differenzenquotienten w ndherungs-
weise als momentane Anderungsrate von W an der Stelle 7. Dann ist W die Losung der Differenzialglei-

chung W’ = —0.1-W +0.03 mit Anfangswert W (0) = 1.
e Die Losung der homogenen Differenzialgleichung W' = —0.1 - W ist die Exponentialfunktion
CXP—o.1-
e Eine Losung der Differenzialgleichung W' = —0.1-W 4+ 0.03 ist die konstante Funktion 0.3.
e Daherist {0.3+c-exp_g; | c € R} die Losungsmenge.
e Die Losung W mit W(0) = 1 ist die Funktion 0.3+0.7 -exp_g ; -

Mit dem CAS Maple erhalten wir W (1) = 0.9333861926 und W (15) = 0.4561911121. Der CO,-Gehalt
nach 15 Minuten ist ca. 0.0456 %.

Die Differenz W (1) — V(1) ist ca. 0.003 und die Differenz W (15) — V(15) ist ca. 0.012.

7. Résumeé

Mathematisch Modellieren bedeutet, einen Sachverhalt, einen Vorgang, einen Zusammenhang, etc. durch
Begriffe der Mathematik zu beschreiben.

Linear Modellieren bedeutet, diese Situation durch eine lineare Funktion zu beschreiben.

Wir haben an Hand von Beispielen gezeigt, dass die Entscheidung fiir lineares Modellieren nicht vor-
schnell und nicht ohne hinreichendes Wissen iiber den Sachzusammenhang getroffen werden soll.

Diskret modellieren bedeutet, eine Situation durch eine Folge, oder durch eine Differenzengleichung,
deren Losung diese Folge ist, zu beschrieben. Beschreiben wir sie durch eine differenzierbare Funktion,
oder eine Differenzialgleichung, deren Losung diese Folge ist, dann haben wir kontinuierlich modelliert.
Auch hier muss vorab gut liberlegt werden, ob die vorliegenden Informationen nahelegen, diskret zu
modellieren oder kontinuierlich zu modellieren. Wir haben dazu zwei Beispiele vorgestellt.

Modellieren ist ein wichtiger Bestandteil der Lehrpléne fiir Hohere Schulen und das mit gutem Grund.
Einerseits konnen auf diese Weise viele Probleme aus der Lebenswelt der Schiilerinnen und Schiiler ma-
thematisch beschrieben und dann mit Methoden der Mathematik gelést werden, wodurch die Relevanz
der Mathematik fiir das Alltagsleben deutlich spiirbar wird. Andererseits leistet Modellieren im Unter-
richt einen wichtigen Beitrag zur Personlichkeitsentwicklung. Wer mathematisch modelliert, lernt genau
hinzuschauen, genau zu unterscheiden, was vorgegeben war und welche Annahmen getroffen wurden,

89



also vorurteilsfrei zu denken. Diese Kompetenzen sind in allen Lebensbereichen wichtig, in der Wissen-
schaft und der Politik ebenso wie in personlichen Beziehungen.

Wir danken Manfred Borovcnik fiir das sorgfiltige Lesen unseres Manuskripts und viele Verbesserungs-
vorschlige.
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